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Odvozeni Linearni SVM - separabiln a
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

@ SVM je metoda strojového uceni s ucitelem
@ Pouziva se ke klasifikaci i k regresi

@ Trénovaci set obsahuje prvky nalezejici do prvni nebo druhé tridy.
Tréenovaci algoritmus SVM pak vytvori model, ktery predikuje, do které
tfidy patfi nové prvky.
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Odvozeni

Linearni SVM - separabilni pfipad

Predpokladejme, Ze trénovaci mnozina je
linedrné separabilni. Trénovaci data oznacime

{xi,vi}, i=1,...,1, yie {-1,1}, x; € R, + 4+
kde x; je prvek z trénovaci mnoziny a y; je
trida, do které prvek patfi. Predpokladejme, Ze
existuje nadrovina oddélujici pozitivni prvky od + +

negativnich (y; =1 od y; = —1). Body lezicina 4 +

nadroviné spliuji:
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w-x+b=0,

kde w je normala nadroviny, ||w|| je jeji euklidovska norma a |b|/||w|| je kolma
vzdalenost od nadroviny k pocatku souradnic

Nejkratsi vzdalenost od prvkd na kazdé strané roviny oznacime d; a d—
Soucet dy + d_ se nazyva Sitka hrani¢niho pasma (margin).

Cil trénovaciho algoritmu SVM je nalézt takovou rozdélujici nadrovinu, ktera

ma nejvétsi Sitku hranicniho pasma.
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Odvozeni

Formulace problému

Predpokladejme, ze trénovaci mnozina splauje

xi-w+b>+1 proy, =+1 (1)
xi-w+b< -1 proy =-1 (@)
Rovnice Ize sloucit do
y,'(X,'~W+b)7120 Vi (3)
Prvky spliujici rovnost z rovnice 1 lezi na nadroviné H; : x; - w + b = +1 Prvky
spliujici rovnost z rovnice 2 lezi na nadroviné Hy : x; - w + b= —1

Nadroviny Hi a Ha jsou rovnob&zné a d; i d— jsou rovné 1/||w||. Sitka
hrani¢niho pasma je tedy 2/||w||. Rozdélujici nadrovinu s nejsir§im pasmem
najdeme minimalizaci ||w|| vzhledem k podminkadm 3. V praxi se minimalizuje
||w||?/2, protoZe vysledek je stejny a vede to ke zjednodusSeni vztah.
Trénovaci prvky pro které plati rovnost v rovnici 3 se nazyvaji podptrnymi
vektory (support vectors). Pokud se odstrani, feSeni problému se zméni,

zatimco ostatni prvky se mohou odstranit bez zmény feSeni.
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Odvozeni Linearni SVM - separabiln a
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Lagrangeovska formulace

Prevést formulaci problému do Lagrangeovské je vyhodné zejména ze dvou
divodi:
© Omezeni z rovnice 3 se zméni na omezeni Lagrangeovskych multiplikatora,
s kterymi se |épe pracuje
@ Prvky z trénovaci mnoziny se v Lagrangeovské formulaci problému objevuji
pouze ve formé skalarniho souCinu. To ndm umozni provést tzv. kernel
trick, ktery bude pozdgji dtilezity pro nelinearni SVM
Pro kazdé omezeni z 3 zavedeme Lagrangeovsky multiplikadtor «j, i=1,... /.
Lagrangian pro omezeni ve tvaru ¢; > 0 se vytvofi vynasobenim omezeni 3
Lagrangeovskymi multiplikitory a jeho odectenim od ztratové funkce.

Lagrangeovska formulace problému

I /
.. . 1 >
Minimalizace Lp = §||w|| —;a;yi(x,'- W+b)+;ai (4)

vzhledem k w a b, derivace Lp vzhledem ke viem «; museji byt nulové a
ai >0 Vi
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Odvozeni

Lagrangeovska formulace

Lp je konvexni a body spliujici omezeni tvofi konvexni mnozinu, jedna se tedy
o problém kvadratického programovani a Ize fesit dualni problém hledani
maxima Lp za podminek, Ze gradient Lp vzhledem k w a b je nulovy a

a; >0 Vi. Tato dualni formulace se nazyva Wolfeho dualita.

Aby byl gradient Lp vzhledem k w a b nulovy, musi platit

w = Za,—y,-x,— (5)

Za;y,- =0 (6)

Po dosazeni téchto omezeni do 4 ziskame:

Dualni Lagrangeovska formulace problému

o 1
Maximalizace Lp = Za,— 3 Eaiaj)/iiji - Xj (7)
i i

vzhledem k «; pfi omezeni o; >0 Via ) ajy; =0

Vysledné feseni je pak dano vztahem 5. Body s «; > 0 jsou podpiirné vektory a
lezi v nadrovinach H; nebo Ho.
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Odvozeni Linearni SVM - separ:
Linearni SVM - nesep.
Nelinearni SVM

Karush-Kuhn-Tucker podminky

Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podminky jsou nutné podminky pro optimalni
feSeni v Gloze nelinedrniho programovani za predpokladu splnéni urcitych
podminek regularity, které jsou pro SVM splnény vzdy. Pro SVM jsou zaroven i
postacujici, protoze SVM je konvexni problém. Hledani rfeseni SVM problému je
ekvivalentni hledani Feseni KKT podminek.

KKT podminky pro primarni problem SVM

oLp
aWV:W\,fZa,-y,-x,-vzo v=1,...,d (8)
olp -
yi(xi-w+b)—1>0 i=1,...,/ (10)
a;i >0 Vi (11)
ai(yi(xi-w+b)—1)=0 Vi (12)
kde d je pocCet rozmér(i a / je poCet prvkii v trénovaci mnoziné.
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Odvozeni

Karush-Kuhn-Tucker podminky

Zatimco w muze byt spocteno béhem trénovani vztahem 5, b takle spocitat
nelze. Pro jeho spocteni lze pouzit vztah 12 pfi zvoleni jakéhokoliv i pro které
ai # 0. Pro vyssi numerickou presnost ho lze také spocitat jako aritmeticky
priimér pro viechna vhodna J.

Klasifikace se provede uréenim, na které strané rozdélujici nadroviny prvek lezi
pomoci vztahu:

Klasifikace SVM

y" =sgn(f(x)) =sgn(x-w + b) (13)
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Odvozeni i i SVM - separabilni pripa
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Linearni SVM - neseparabilni pfipad

Tento algoritmus nenajde vhodné feSeni pro linearné neseparabilni trénovaci
mnozinu. Tento problém se Fesi Gpravou omezeni 1 a 2 a ztratové funkce, ktera
se optimalizuje. Zavede se cena za poruSeni omezeni oznacend £ i=1,...,/.
Nova omezeni pak maji tvar

xi-w+b>+1-¢& fory;=+1 (14)
xi-w+b<-1+4+¢ fory,=-1 (15)
& >0 Vi (16)

Sloucené omezeni je pak
yilxi-w+b)—1+& >0, &>0 Vi 17

Aby doslo k chybé pro trénovaci prvek {x;, yi}, odpovidajici & musi pfekroCit
hodnotu 1. }~. & je pak horni hranice poctu trénovacich chyb.
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Odvozeni i i SVM - separabilni pripa
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Lagrangeovska formulace

Ztratova funkce se zméni z ||w||?/2 na ||w|[*/2 + C(32,; &), kde C je
parametr zvoleny uzivatelem a predstavuje kompromis mezi minimalizaci
trénovacich chyb a maximalizaci $itky hrani¢niho pasma.

Jedna se o problém konvexniho programovéni pro jakékoliv kladné pfirozené k.
Pro hodnoty k = 2 nebo k =1 se také jedna o problém kvadratického
programovani a pfi volbé k = 1 se v dualnim problému neobjevi ani & ani
odpovidajici Lagrangeovy multiplikatory, proto pouzijeme k = 1.

Pro vyjadfeni nového Lagrangianu pro primarni problém zavedeme kladné
Lagrangeovy multiplikatory pu; pro kazdé &; z 16.

Lagrangian primarni formulace problému

! !
Lo = SlwlP+ CY 6= aululxi w+b) —1+6) =Y & (19)
i i=1

i=1
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Odvozeni i ni SVM - separabilni pripa
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Lagrangeovska formulace

Dualni Lagrangeovska formulace problému

T 1
Maximalizace Lp = Za; -3 Za,-ogy,-ij,- - X (19)
1 1)

vzhledem k ¢ pfi omezeni 0 < a; < CVia)  ajyi=0

Vysledné feSeni je opét dano vztahem 5. Jediny rozdil oproti separabilnimu
pfipadu je, Ze hodnoty «; ted maji horni mez C.
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Odvozeni Linearni SVM - separabilni pripad
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Karush-Kuhn-Tucker podminky

KKT podminky pro primarni problem SVM

gﬁ/P:vazaiinivzo V:]-""?d (20)
oL

a—gz—zoﬁnyO (21)

%LJ:C—a,-—,u,-:O i=1,...,1 (22)

y,'(X,'~W+b)—1+£,'ZO i:l,...,/ (23)

& >0 Vi (24)

>0 Vi (25)

pi >0 Vi (26)

CM,'(y,'(X,' W+ b) -1+ §,) =0 Vi (27)

pi€& =0 Vi (28)
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Odvozeni i i SVM - separabilni pripad
i i SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Karush-Kuhn-Tucker podminky

Stejné jako v separabilnim pripadé mizeme pouzit KKT podminek k nalezeni
b, v tomto pfipadé podminky 27 a 28.

Z podminky 22 vyplyva, ze pro «; < C musi byt odpovidajici u; kladné a z
podminky 28 vime, ze & = 0.

To znamen4, ze mazeme vzit jakykoliv prvek z trénovaci mnoziny s 0 < o < C
a pouzit pouze podminku 27 k urceni hodnoty b.

Podle hodnoty «; fadime kazdy trénovaci vektor do jedné ze 3 skupin:

e Lower bound aj=0, f(x)>1
o Free (volné) O<ai<C, f(x)=1
e Upper bound ai=C, f(x)<1

kde f(x) =w-x+b

Josef Michalek Support Vector Machines



Odvozeni

Nelinearni SVM

Diskriminacni funkce f(x) byla zatim linearni funkce, ale Ize ji rozsifit i pro
nelinearni pfipad.

V problému trénovani SVM se trénovaci data objevuji pouze ve vztahu Lp (7)
ve formé skalarniho soucinu x; - x;. Trénovaci data mdzeme transformovat z
ptivodniho prostoru L do jiného Euklidovského prostoru H pouzitim
transformace

®:R' > H (29)
Trénovaci algoritmus ted zavisi pouze na skalarnim souéinu trénovacich dat v
prostoru H, tzn. ®(x;) - ®(x;). Definujeme jadrovou funkci (kernel function) K
jako
K(xi, xj) = ®(xi) - (x;) (30)
V trénovacim algoritmu ted m@zeme pouzit pouze hodnoty jadrové funkce K,
aniz bychom znali vztah pro vypocet ®. Tomu se fika jadrovy trik (kernel trick).
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Odvozeni i ni SVM - separabilni pripad
i ni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Nelinearni SVM

Prostor H ma obvykle o mnoho vice dimenzi nez L, nékdy dokonce nekonecno.
To znamen4, Ze pro neseparabilni data mizeme najit transformaci ¢ takovou,
Ze data v novém prostoru separabilni jsou. SVM pak mizeme natrénovat v
pfiblizné stejném Case, jako pfi pouziti netransformovanych dat. Jedna se stale
o linearni klasifikator, pouze v jiném prostoru.

Dualni Lagrangeovska formulace problému

. . 1
Maximalizace Lp = Zai -3 Za;ajy,-yjK(x,-,xj-) (31)

ij

vzhledem k «; pfi omezeni
0<a;<CVi (32)

E:mW:O (33)

Protoze SVM je problém konvexniho programovani, kazdé lokalni feseni je
zaroven fesenim globalnim.
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Odvozeni i i SVM - separabilni pripad
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Klasifikace nelinearniho SVM

Pro klasifikaci prvku x mzeme pouzit vztah 13, to ale vyzaduje transformaci x
do prostoru H. Tomu se lze vyvarovat dosazenim vztahu pro vypocet w (5) do
13. Ve vztahu pro klasifikaci pak mtzeme pouzit jadrovou funkci 30 misto
explicitniho spocteni ®(x).

Klasifikace

y" =sgn(®(x) - w + b)

= sgn(zi: aiyi®(si) - ®(x;) + b) (34)

= sgn(z Oz,'y;K(S,',X,') + b)

kde s; jsou podpiirné vektory.
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Odvozeni

Jadrové funkce

Priklady jadrovych funkci

Linearni K(xi, xj) = xj - Xj

Polynomialni K(xi,x;) = (ax; - x; + b)?
RBF (Radial basis function)  K(xi,x;) = exp(—~||xi — x;|[?)
Sigmoid K(xi,x;) = tanh(ax; - xj + r)
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Odvozeni i i SVM - separabilni pripad
i i SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Kritérium optimality

Necht o* je FeSeni dualniho problému 45 a g* jsou derivace Lp v o™.
«_ 0L
8i g( =1-y ZYJO‘J ij (35)

kde K;j = K(X,’,Xj).
Omezeni 32 upravime na omezeni y;q;:

C if y =+1
yio € A, B = {10 €1 Ty= (36)
[-C,0] ify=-1
Dale uvazujme par indext (/,) takovy, Ze plati yiaf < Bi a A; < yjaf
«“ je pak definovano jako
+€eyk kdyz k =i
ok = ak + { —eyk kdyz k = j (37)

0 jinak

af spliuje omezeni, pokud je € kladné a dostatecné malé. A protoze o je
feSeni dualniho problému, plati Lp(a®) < Lp(a™).
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Odvozeni i i SVM - separabilni pripad
Linearni SVM - neseparabilni pripad
Nelinearni SVM

Kritérium optimality

Rozvoj prvniho fadu je
Lp(a®) — Lp(a”) = e(yigi — yjg) + o(e) (38)

Rozdil yig/" — y;g" musi byt zaporny. To plati pro viechny (i, ;) spliujici

yiai < Bj a A; < yjaf, takze mtizeme stanovit nutnou podminku optimality:
Jp € R takové, ze mlaxy,-g,-* <p< min yg (39)

1€ hp JE down

kde hp = {ilyiai < Bi} a laown = {J|Aj < yjoy}.

Obvykle existuji koeficienty a, které lezi mezi svymi spodnimi i hornimi

mezemi. A protoze takova k jsou v L i lgown, 0dpovidajici ykgy je pak na obou

stranach nerovnice a p pak maze nabyvat jediné mozné hodnoty. Kritérium

optimality (39) je nutna i postacujici podminka feseni.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Metody FeSeni

Trénovani SVM je konvexni optimizacni problém, proto je mozné pro feseni
vyuzit optimizacni programy jako MINOS nebo LOQO. Ulohy, pro které jsou
tyto programy navrzeny, se viak od SVM lisi pfedevsim v téchto bodech:

o Optimizacni programy jsou Casto navrzeny tak, aby vyuzily fidkost dat v
kvadratické Casti ztratové funkce, ale ta v pfipadé SVM nebyva ridka.
Oproti tomu SVM mivaji ridké feSeni.

@ Matice s hodnotami kernelové funkce Kjj se Casto nevejde do paméti
pocitaCe. Prvky matice je tfeba vycislit vzdy, kdyZ jsou potreba, nebo
vhodné vyuzit vyrovnavaci pamét.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Direction search

Optimizace dualniho problému je dosazena prohledavanim ve vhodné zvolenych
smérech.

Predpokladejme, ze mame pocatecni bod «, ktery spliuje omezeni

0<a;<CVi (40)
Za;y; =0 (41)

Smér u je pak vhodny smér, pokud miizeme v tomto sméru bod « posunout do
bodu o + Au, aniz by doslo k poruseni omezeni. Mnozina viech A > 0
spliujicich omezeni se znaCi A a protoze se jedna o konvexni problém a hodnoty
o jsou omezeny, je A uzavreny interval < 0, Amax >.

Optimizace dualniho problému Lp je pak nalezeni

A" = argmax Lp(a + Au) (42)
XEA
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Direction sear
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Direction search

Protoze Lp je kvadratickd funkce, maximalni AT se uré&i vztahem

oL +A
At = oo _ gl (43)
- 2 [ u - T
%L\:O u"Hu

kde g je gradient a H je Hessova matice dualni funkce Lp.
g=1-yi > yjajKij Hj=yyKj
J
Reseni problému A" je pak At omezené na intervalu A =< 0, Amax >
g'u
A" = max(0, min(Amax, ——)) (44)

uT Hu

V kazdé iteraci se zvoli vhodny smér u a pouzije se vztah (44) dokud neni
nalezeno reseni.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Direction search

Vhodny smér u ma pro SVM nékolik omezeni:
@ u je omezeno na linearni podprostor >, ajy; = 0.

@ Omezeni 0 < «; < C ur€uje znaménka nékterych koeficientd vektoru u. u;
je nezaporné pokud a; = 0 a nekladné pokud «; = C.
@ Smér prohledavani musi byt sméru stoupani, tzn. smér u musi lezet v
poloprostoru g"u > 0
Modified gradient projection je algoritmus FeSeni SVM, ktery pfi uréeni sméru
prohledavani ignoruje omezeni 0 < a; < C. Poté z pracovni mnoziny vyradi ty
prvky, pro které by nalezeny smér mohl porusit toto omezeni.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Dekompozi¢ni metody

Obecné solvery jako MINOS nebo LOQO predpokladaji, ze je k dispozici cela
kernelova matice, to ale v pfipadé SVM problému nemusi byt mozné ani
vhodné.

@ Vypocet kernelové matice je drahy — experimenty potvrzuji, Ze u
modernich metod trénovani SVM tvofi vétsinu Casu vypocet hodnot
kernelové matice

© Vypocet viech hodnot kernelové matice je zbyte€ny — vztah pro vypocet
gradientu zavisi pouze na hodnotach Kj odpovidajicich alespon jednomu
podptirnému vektoru, ostatni se nasobi nulou. Celkovy Cas trénovani
efektivniho solveru je mensi nez Cas potfebny pro spocteni celé kernelové
matice.

© Cela kernelova matice se nevejde do paméti — napf. kernelova matice pro
trénovaci mnozinu o velikosti milion prvki zabere 4 TB paméti.

Dekompoziéni metody byly navrzeny proto, aby obesly tyto problémy s
kernelovou matici.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Iterative chunking

Jedna se o metodu feSeni, kterd umoznuje obejit nedostatek paméti pro ulozeni
celého problému. Metoda vyuziva fidkost feseni SVM.

Na zacatku trénovani se zvoli ndhodna podmnozina trénovacich prvki a vlozi
se do pracovni mnoziny. Poté se nalezne feSeni tohoto podproblému a provede
se klasifikace trénovaci mnoziny. Spatné klasifikované prvky jsou kandidati na
podpiirné vektory. Nékteré z nich pfiddme do pracovni mnoziny a nalezneme
feSeni pro novy podproblém a pokracujeme, dokud neni trénovaci mnozina
spravné klasifikovana. Tento postup funguje, protoze se jedna o strojové uceni a
predpoklada se, Ze vysledny model dobre zobechuje. Vysledkem je redukce
velkého problému na posloupnost mensich problémd.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Obecné dekompozice

Misto vSech hodnot « se kazdou iteraci optimalizuje podmnozina «;,i € B a
ostatni hodnoty «;,j ¢ B jsou nezménény.

Z koeficientl o se spoctou nové koeficienty o’ pouZitim dalsiho omezeni
dualniho problému

Dualni Lagrangeovska formulace problému

Maximalizace Lp = Z af — %Zaﬁa}y,-yjK(x,-,xj) (45)
i i
vzhledem k o} pfi omezeni
Vi¢ B of =
VieB 0<a;<CVi

ZCM?M‘ =0
i

Kazdou iteraci se zvoli pracovni mnozina B a odpovidajici podproblém
pouZitim vhodného algoritmu optimalizace. Poté se pouzije rozdil o’ — o pro
aktualizaci gradientu. Tyto operace je mozné provést s vyuzitim pouze téch
radkd kernelové matice, které odpovidaji prvkiim pracovi mnoziny.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Sequential Minimal Optimization (SMO)

SMO je dekompozi¢ni metoda, kterd pouzivad nejmensi mozny podproblém a
fesi ho analyticky. Vétsina paralelnich implementaci trénovani SVM vyuziva
Plattovo algoritmus SMO vylepseny Keerthim a Fanem.
Z omezeni Y. oyyi = 0 plyne, Ze nejmensi mozny podproblém zahrnuje dva
Lagrangeovy multiplikatory. Omezeni se pak pro jakékoliv dva multiplikatory
i, j zméni na
0<aj,a<C (46)
yiai + yja; =s (47)
kde s je zdporny soucet viech ostatnich yxax, ktery je v kazdé iteraci neménny.
Tento podproblém lze vyfesit analyticky. Je tfeba najit minimum jednorozmérné

kvadratické funkce.
/Equality Constraint

Feasible
Polytope

Box Constraints
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Vybér pracovni mnoziny

Iterace zaCina s vektorem koeficientd . Plati, Ze pouze dva koeficienty feSeni
podproblému o’ se ligi od . Proto hledany smé&r u ma pouze dva nenulové
koeficienty. Z omezeni ). ajy; = 0 dale plyne, ze hledany smér

ul = (¥, ul) je
yi kdyz k =i,
ul = q -y kdyz k=], (48)
0 jinak

Pro ziskani vhodného sméru mazeme dale pozadovat i € lup @ j € lgown-

Nejefektivnéjsi smér je takovy, ktery maximalizuje rtist dualni funkce

u* = argmaxmax Lp(a + Au’) — Lp(a) (49)
uieu 0=A

pfi omezeni yjai + A < Bi a yjaj — A > Aj.

Tento vztah pristupuje ke vdem hodnotam kernelové matice kazdou iteraci. |

kdyZ je vysledny pocet iteraci maly, kazda iterace je velmi pomala. Pro

praktické pouziti je tfeba vztah zjednodusit.

Josef Michalek Support Vector Machines



Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Vybér pracovni mnoziny

Provedeme aproximaci prvniho fadu
Lo(o+ M?) — Lp(a) =~ AgTu?
Pozadovany smér se najde vztahem
u* = argmax max Ag' u’ (50)
sicy O0SA<e
Pokud neni nalezeno feseni, existuje smér u takovy, ze g”u > 0. Vztah
upravime na B
u* =argmaxg’ u” (51)
uieu
S vyuzitim pozadovaného tvaru hledaného sméru (48) mlizeme upravit
T i .
maxg u’ = max g — Yjg) = maxyigi — min y;g;
ey € felup,jeldow“(ylg’ i) i V18 T i Vi€

Tento vztah je kritérium optimality (39), nalezeni sméru proto najde tzv.
maximal violating pair

i = arg max yik gk (52)
k€ lp

J = arg min yxgi (53)
k€ lgown
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Vybér pracovni mnoziny

Vybér maximal violating pair nevyzaduje zadné hodnoty kernelové matice.
Aktualizace gradientu na konci iterace nékteré hodnoty kernelové matice
vyzaduje, proto je zde mGzeme vyuZzit pro vhodnéjsi vybér pracovni mnoziny.
Misto aproximace prvniho fadu ponechame kvadraticky clen

' 5
Lo(a+ Au?) — Lp(a) = Ayigi — yigj) — m
ii jj i

Optimalni A je pak (vztah ma maximum v)

Yi8i — Yi&i
Kii + ij — 2K,'j

Hledany smér se pak urci vztahem

(vigi — vig)*

. _ _\iBiTYi&) s g 54
u argmaXQ(Ki;+ij—2Kij)7 Yi&i > Yi8j (54)

ul
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
Sequential Minimal Optimization

Vybér pracovni mnoziny

To stale vyzaduje prohledani témér celé kernelové matice, proto se v praxi prvek
i vybere pomoci prvniho fadu a prvek j pomoci druhého

i = arg max ykgk (55)
k€ lup
o 2
Jj = arg max (vigi = yegr) Yi8i > Yk8k (56)

kelgonn 2(Kii + Kik — 2Kix)’

Nalezeni j nyni vyzaduje pouze diagonalu kernelové matice a i-ty fadek, ktery
je potreba i pro aktualizaci gradientu na konci iterace.
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Direction search
Metody reseni Dekompozicni metody
I Sequential Minimal Optimization

Sequential Minimal Optimization

Algoritmus trénovani SMO

O Inicializace ax =0, gk = 1, Vk
© Vybér pracovni mnoziny (working set)

i = arg max yx gk
k€ lup

(vigi — yrgr)’
s i8i >
2(Kii + Kik — 2Kix) A=A

Jj = arg max
k€ lgown

© Kontrola optimality
Ukongi algoritmus kdyZz maxie,, ¥igi — minjey, Y& < €

@ Direction search A < min {B,— — yiag, yjo; — Aj, %}
@ Optimizace — Aa; a Aq;

@ Aktualizace gradientu gk < gk — AykKik + Ay Kik, Vk

@ Aktualizace koeficientdl v <— o + yiA, o = aj — yjA

Q Zpét na krok 2
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Zaklad metody
Vysledky
OHD-SVM

Optimized Hierarchical Decomposition SVM

Upravit algoritmus trénovani pro dnesni technologie, zejména GPU. Dosavadni
algoritmy neumoziuji naplno vyuZzit moznosti dnesniho hardware.

4

Predpoklady pro vhodny algoritmus

@ Zpracovat najednou co nejvice dat

o Prevést co nejvice krokii algoritmu na maticové nebo vektorové operace

@ Vhodné pracovat s kernelovou matici, protoze se cela nevejde do paméti

<
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Zaklad metody
Vysledky
OHD-SVM

Nas algoritmus

Pro splnéni predpokladii jsme iterativni algoritmus SMO rozdélili do dvou
arovni, nazyvanych lokalni a globalni.
O Lokalni Grovén je bezny SMO algoritmus, pro vybér dvojice prvkid k
optimalizaci se pouziva heuristika druhého fadu.
@ Globalni aroven vybira z trénovaci mnoziny pracovni mnoZinu o predem
dané velikosti WS. Tu pak optimalizuje SMO v lokalni Grovni.

Hodnota WS je mocnina 2 takova, aby graficka karta spustila blok vlaken s
odpovidajici velikosti a pomocné proménné se vesly do sdilené paméti, tj. 1024
pro dnesni nejvykonnéjsi GPU.

Pro dostateCnou rychlost trénovani je tieba v globalni iteraci vhodné vybrat
pracovni mnozinu. Pouzivame metodu vybéru, kterou navrhl Serafini.
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Zaklad metody
Vysledky
OHD-SVM

Metoda vybéru pracovni mnoziny

© Definujme NC, obvykle rovnou WS/4

@ Vybér NC prvki z trénovaci mnoziny pro i i j pomoci heuristiky prvniho
radu

© Zvolené prvky se vlozi do nové pracovni mnoziny

@ Prvky ve staré pracovni mnoziné se seradi vzestupné podle poctu
globalnich iteraci, ve kterych byly zvolené v pracovni mnoziné

@ Nova pracovni mnozina se postupné zaplni prvky ze staré pracovni
mnoziny. Nejdfive se voli volné vektory, poté lower bound a pak upper
bound.

Tento algoritmus zvoli az 2NC novych bodt v kazdé globalni iteraci a znovu
pouzije alespon polovinu pracovni mnoziny. Pfedpoklada se, ze optimalizovana
pracovni mnozina po zméné nékterych prvki uz optimalizovani neni, ale je
blizko fesSeni. Dale vyrazovani prvki, které jsou v pracovni mnoziné dlouho,
eliminuje tzv. "zigzagging"mezi iteracemi.
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Vysledky

OHD-SVM

Relativni ¢as jednotlivych asti trénovaciho algoritmu

3%

13%

1% 62%

M Kernel matrix computation 62% M Find N-best 6%
® Fill working set 1% M KTile calculation 13%
M Local solver 15% ¥ G update 3%
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Zaklad metody
Vysledky
OHD-SVM

Tabulka: Cas trénovani nejrychlejsich implementaci [s]

Implementace Epsilon Alpha Adult Web CcoVvi MNIST TIMIT
cuSVM 39.25 101.38 17.45 22.02 265.27 11.92 17.04
gpuSVM 28.04 26.26 3.36 7.58 301.04 5.89 2.86
multiSVM 51.34 90.04 18.69 22.52 wm? (191.05) 12.22 17.73
wuSVM 122.08 61.96 131.56 13.61 596.86 79.21 203.86
gtSVM LC 47.80 31.45 3.19 402  WM! (61.25) 3.72 2.43
gtSVM SC 7722 36.38 337 443  WM! (112.12) 4.55 3.17
OHD-SVM 2.31 5.77 1.69 2.43 29.53 1.35 1.80

Tabulka: Pfesnost natrénovaného modelu [%)]

Implementace Epsilon Alpha Adult Web COv1 MNIST TIMIT
cuSVM 88.57 78.61 82.71 99.44 84.87 98.93 87.73
gpuSVM 88.57 78.59 82.71 99.44 84.85 98.91 87.70
multiSVM 88.59 78.62 82.71 99.44 wm?t (62.75) 98.93 87.73
wuSVM 88.70 78.51 83.45 97.85 82.97 98.43 87.16
gtSVM LC 88.46  76.27 8271 99.44 WM?! (50.80) 08.03 87.72
gtSVM SC 8853 77.14 8271 99.44 WM?! (62.97) 08.93  87.73
OHD-SVM 88.52 78.61 82.71 99.44 84.87 98.93 87.73

WM znamena Spatny model
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