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Co je SVM

SVM je metoda strojového u£ení s u£itelem

Pouºívá se ke klasi�kaci i k regresi

Trénovací set obsahuje prvky náleºející do první nebo druhé t°ídy.
Trénovací algoritmus SVM pak vytvo°í model, který predikuje, do které
t°ídy pat°í nové prvky.
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Lineární SVM - separabilní p°ípad

P°edpokládejme, ºe trénovací mnoºina je
lineárn¥ separabilní. Trénovací data ozna£íme
{xi , yi}, i = 1, . . . , l , yi ∈ {−1, 1}, xi ∈ Rd ,
kde xi je prvek z trénovací mnoºiny a yi je
t°ída, do které prvek pat°í. P°edpokládejme, ºe
existuje nadrovina odd¥lující pozitivní prvky od
negativních (yi = 1 od yi = −1). Body leºící na
nadrovin¥ spl¬ují:

w · x + b = 0,
kde w je normála nadroviny, ||w || je její euklidovská norma a |b|/||w || je kolmá
vzdálenost od nadroviny k po£átku sou°adnic.
Nejkrat²í vzdálenost od prvk· na kaºdé stran¥ roviny ozna£íme d+ a d−.
Sou£et d+ + d− se nazývá ²í°ka hrani£ního pásma (margin).
Cíl trénovacího algoritmu SVM je nalézt takovou rozd¥lující nadrovinu, která
má nejv¥t²í ²í°ku hrani£ního pásma.
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Formulace problému

P°edpokládejme, ºe trénovací mnoºina spl¬uje

xi · w + b ≥ +1 pro yi = +1 (1)

xi · w + b ≤ −1 pro yi = −1 (2)

Rovnice lze slou£it do
yi (xi · w + b)− 1 ≥ 0 ∀i (3)

Prvky spl¬ující rovnost z rovnice 1 leºí na nadrovin¥ H1 : xi ·w + b = +1 Prvky
spl¬ující rovnost z rovnice 2 leºí na nadrovin¥ H2 : xi · w + b = −1
Nadroviny H1 a H2 jsou rovnob¥ºné a d+ i d− jsou rovné 1/||w ||. �í°ka
hrani£ního pásma je tedy 2/||w ||. Rozd¥lující nadrovinu s nej²ir²ím pásmem
najdeme minimalizací ||w || vzhledem k podmínkám 3. V praxi se minimalizuje
||w ||2/2, protoºe výsledek je stejný a vede to ke zjednodu²²ení vztah·.
Trénovací prvky pro které platí rovnost v rovnici 3 se nazývají podp·rnými
vektory (support vectors). Pokud se odstraní, °e²ení problému se zm¥ní,
zatímco ostatní prvky se mohou odstranit bez zm¥ny °e²ení.
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Lagrangeovská formulace

P°evést formulaci problému do Lagrangeovské je výhodné zejména ze dvou
d·vod·:

1 Omezení z rovnice 3 se zm¥ní na omezení Lagrangeovských multiplikátor·,
s kterými se lépe pracuje

2 Prvky z trénovací mnoºiny se v Lagrangeovské formulaci problému objevují
pouze ve form¥ skalárního sou£inu. To nám umoºní provést tzv. kernel
trick, který bude pozd¥ji d·leºitý pro nelineární SVM

Pro kaºdé omezení z 3 zavedeme Lagrangeovský multiplikátor αi , i = 1, . . . , l .
Lagrangián pro omezení ve tvaru ci ≥ 0 se vytvo°í vynásobením omezení 3
Lagrangeovskými multiplikátory a jeho ode£tením od ztrátové funkce.

Lagrangeovská formulace problému

Minimalizace LP =
1
2
||w ||2 −

l∑
i=1

αiyi (x i · w + b) +
l∑

i=1

αi (4)

vzhledem k w a b, derivace LP vzhledem ke v²em αi musejí být nulové a
αi ≥ 0 ∀i
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Lagrangeovská formulace

LP je konvexní a body spl¬ující omezení tvo°í konvexní mnoºinu, jedná se tedy
o problém kvadratického programování a lze °e²it duální problém hledání
maxima LP za podmínek, ºe gradient LP vzhledem k w a b je nulový a
αi ≥ 0 ∀i . Tato duální formulace se nazývá Wolfeho dualita.
Aby byl gradient LP vzhledem k w a b nulový, musí platit

w =
∑
i

αiyixi (5)

∑
i

αiyi = 0 (6)

Po dosazení t¥chto omezení do 4 získáme:

Duální Lagrangeovská formulace problému

Maximalizace LD =
∑
i

αi −
1
2

∑
i,j

αiαjyiyjx i · x j (7)

vzhledem k αi p°i omezení αi ≥ 0 ∀i a
∑

i αiyi = 0

Výsledné °e²ení je pak dáno vztahem 5. Body s αi > 0 jsou podp·rné vektory a
leºí v nadrovinách H1 nebo H2.
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Karush-Kuhn-Tucker podmínky

Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podmínky jsou nutné podmínky pro optimální
°e²ení v úloze nelineárního programování za p°edpokladu spln¥ní ur£itých
podmínek regularity, které jsou pro SVM spln¥ny vºdy. Pro SVM jsou zárove¬ i
posta£ující, protoºe SVM je konvexní problém. Hledání °e²ení SVM problému je
ekvivalentní hledání °e²ení KKT podmínek.

KKT podmínky pro primární problém SVM

∂LP

∂wv
= wv −

∑
i

αiyixiv = 0 v = 1, . . . , d (8)

∂LP

∂b
= −

∑
i

αiyi = 0 (9)

yi (x i · w + b)− 1 ≥ 0 i = 1, . . . , l (10)

αi ≥ 0 ∀i (11)

αi (yi (x i · w + b)− 1) = 0 ∀i (12)

kde d je po£et rozm¥r· a l je po£et prvk· v trénovací mnoºin¥.
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Karush-Kuhn-Tucker podmínky

Zatímco w m·ºe být spo£teno b¥hem trénování vztahem 5, b takle spo£ítat
nelze. Pro jeho spo£tení lze pouºít vztah 12 p°i zvolení jakéhokoliv i pro které
αi 6= 0. Pro vy²²í numerickou p°esnost ho lze také spo£ítat jako aritmetický
pr·m¥r pro v²echna vhodná i .
Klasi�kace se provede ur£ením, na které stran¥ rozd¥lující nadroviny prvek leºí
pomocí vztahu:

Klasi�kace SVM

y∗ = sgn(f (x)) = sgn(x · w + b) (13)
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Lineární SVM - neseparabilní p°ípad

Tento algoritmus nenajde vhodné °e²ení pro lineárn¥ neseparabilní trénovací
mnoºinu. Tento problém se °e²í úpravou omezení 1 a 2 a ztrátové funkce, která
se optimalizuje. Zavede se cena za poru²ení omezení ozna£ená ξ, i = 1, . . . , l .
Nová omezení pak mají tvar

x i · w + b ≥ +1− ξi for yi = +1 (14)

x i · w + b ≤ −1 + ξi for yi = −1 (15)

ξi ≥ 0 ∀i (16)

Slou£ené omezení je pak

yi (x i · w + b)− 1 + ξi ≥ 0, ξi ≥ 0 ∀i (17)

Aby do²lo k chyb¥ pro trénovací prvek {xi , yi}, odpovídající ξi musí p°ekro£it
hodnotu 1.

∑
i ξi je pak horní hranice po£tu trénovacích chyb.
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Lagrangeovská formulace

Ztrátová funkce se zm¥ní z ||w ||2/2 na ||w ||2/2 + C(
∑

i ξi )
k , kde C je

parametr zvolený uºivatelem a p°edstavuje kompromis mezi minimalizací
trénovacích chyb a maximalizací ²í°ky hrani£ního pásma.
Jedná se o problém konvexního programování pro jakékoliv kladné p°irozené k.
Pro hodnoty k = 2 nebo k = 1 se také jedná o problém kvadratického
programování a p°i volb¥ k = 1 se v duálním problému neobjeví ani ξi ani
odpovídající Lagrangeovy multiplikátory, proto pouºijeme k = 1.
Pro vyjád°ení nového Lagrangiánu pro primární problém zavedeme kladné
Lagrangeovy multiplikátory µi pro kaºdé ξi z 16.

Lagrangián primární formulace problému

LP =
1
2
||w ||2 + C

∑
i

ξi −
l∑

i=1

αi (yi (x i · w + b)− 1 + ξi )−
l∑

i=1

µiξi (18)
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Lagrangeovská formulace

Duální Lagrangeovská formulace problému

Maximalizace LD =
∑
i

αi −
1
2

∑
i,j

αiαjyiyjx i · x j (19)

vzhledem k αi p°i omezení 0 ≤ αi ≤ C ∀i a
∑

i αiyi = 0

Výsledné °e²ení je op¥t dáno vztahem 5. Jediný rozdíl oproti separabilnímu
p°ípadu je, ºe hodnoty αi te¤ mají horní mez C .
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Karush-Kuhn-Tucker podmínky

KKT podmínky pro primární problém SVM

∂LP

∂wv
= wv −

∑
i

αiyixiv = 0 v = 1, . . . , d (20)

∂LP

∂b
= −

∑
i

αiyi = 0 (21)

∂LP

∂ξi
= C − αi − µi = 0 i = 1, . . . , l (22)

yi (x i · w + b)− 1 + ξi ≥ 0 i = 1, . . . , l (23)

ξi ≥ 0 ∀i (24)

αi ≥ 0 ∀i (25)

µi ≥ 0 ∀i (26)

αi (yi (x i · w + b)− 1 + ξi ) = 0 ∀i (27)

µiξi = 0 ∀i (28)
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Karush-Kuhn-Tucker podmínky

Stejn¥ jako v separabilním p°ípad¥ m·ºeme pouºít KKT podmínek k nalezení
b, v tomto p°ípad¥ podmínky 27 a 28.
Z podmínky 22 vyplývá, ºe pro αi < C musí být odpovídající µi kladné a z
podmínky 28 víme, ºe ξi = 0.
To znamená, ºe m·ºeme vzít jakýkoliv prvek z trénovací mnoºiny s 0 < αi < C
a pouºít pouze podmínku 27 k ur£ení hodnoty b.
Podle hodnoty αi °adíme kaºdý trénovací vektor do jedné ze 3 skupin:

• Lower bound αi = 0, f (x) > 1
• Free (volné) 0 < αi < C , f (x) = 1
• Upper bound αi = C , f (x) < 1

kde f (x) = w · x + b
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Nelineární SVM

Diskrimina£ní funkce f (x) byla zatím lineární funkce, ale lze ji roz²í°it i pro
nelineární p°ípad.
V problému trénování SVM se trénovací data objevují pouze ve vztahu LD (7)
ve form¥ skalárního sou£inu xi · xj . Trénovací data m·ºeme transformovat z
p·vodního prostoru L do jiného Euklidovského prostoru H pouºitím
transformace

Φ : Rd → H (29)

Trénovací algoritmus te¤ závisí pouze na skalárním sou£inu trénovacích dat v
prostoru H, tzn. Φ(x i ) · Φ(x j). De�nujeme jádrovou funkci (kernel function) K
jako

K(x i , x j) = Φ(x i ) · Φ(x j) (30)

V trénovacím algoritmu te¤ m·ºeme pouºít pouze hodnoty jádrové funkce K ,
aniº bychom znali vztah pro výpo£et Φ. Tomu se °íká jádrový trik (kernel trick).
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Nelineární SVM

Prostor H má obvykle o mnoho více dimenzí neº L, n¥kdy dokonce nekone£no.
To znamená, ºe pro neseparabilní data m·ºeme najít transformaci Φ takovou,
ºe data v novém prostoru separabilní jsou. SVM pak m·ºeme natrénovat v
p°ibliºn¥ stejném £ase, jako p°i pouºití netransformovaných dat. Jedná se stále
o lineární klasi�kátor, pouze v jiném prostoru.

Duální Lagrangeovská formulace problému

Maximalizace LD =
∑
i

αi −
1
2

∑
i,j

αiαjyiyjK(x i , x j) (31)

vzhledem k αi p°i omezení
0 ≤ αi ≤ C ∀i (32)∑

i

αiyi = 0 (33)

Protoºe SVM je problém konvexního programování, kaºdé lokální °e²ení je
zárove¬ °e²ením globálním.
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Klasi�kace nelineárního SVM

Pro klasi�kaci prvku x m·ºeme pouºít vztah 13, to ale vyºaduje transformaci x
do prostoru H. Tomu se lze vyvarovat dosazením vztahu pro výpo£et w (5) do
13. Ve vztahu pro klasi�kaci pak m·ºeme pouºít jádrovou funkci 30 místo
explicitního spo£tení Φ(x).

Klasi�kace

y∗ = sgn(Φ(x) · w + b)

= sgn(
∑
i

αiyiΦ(si ) · Φ(xi ) + b)

= sgn(
∑
i

αiyiK(si , xi ) + b)

(34)

kde si jsou podp·rné vektory.
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Jádrové funkce

P°íklady jádrových funkcí

Lineární K(x i , x j) = x i · x j

Polynomiální K(x i , x j) = (ax i · x j + b)d

RBF (Radial basis function) K(x i , x j) = exp(−γ||x i − x j ||2)
Sigmoid K(x i , x j) = tanh(ax i · x j + r)
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Kritérium optimality

Nech´ α∗ je °e²ení duálního problému 45 a g∗ jsou derivace LD v α∗.

g∗i =
∂LD(α∗)

∂αi
= 1− yi

∑
j

yjα
∗
j Kij (35)

kde Kij = K(x i , x j).
Omezení 32 upravíme na omezení yiαi :

yiαi ∈ [Ai ,Bi ] =

{
[0,C ] if y = +1

[−C , 0] if y = −1
(36)

Dále uvaºujme pár index· (i , j) takový, ºe platí yiα∗i < Bi a Aj < yjα
∗
j .

αε je pak de�nováno jako

αεk = αk +


+εyk kdyº k = i

−εyk kdyº k = j

0 jinak

(37)

αε spl¬uje omezení, pokud je ε kladné a dostate£n¥ malé. A protoºe α∗ je
°e²ení duálního problému, platí LD(αε) ≤ LD(α∗).
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Kritérium optimality

Rozvoj prvního °ádu je

LD(αε)− LD(α∗) = ε(yig
∗
i − yjg

∗
j ) + o(ε) (38)

Rozdíl yig∗i − yjg
∗
j musí být záporný. To platí pro v²echny (i , j) spl¬ující

yiα
∗
i < Bi a Aj < yjα

∗
j , takºe m·ºeme stanovit nutnou podmínku optimality:

∃ρ ∈ R takové, ºe max
i∈Iup

yig
∗
i ≤ ρ ≤ min

j∈Idown
yjg
∗
j (39)

kde Iup = {i |yiαi < Bi} a Idown = {j |Aj < yjαj}.
Obvykle existují koe�cienty α∗k , které leºí mezi svými spodními i horními
mezemi. A protoºe taková k jsou v Iup i Idown, odpovídající ykg∗k je pak na obou
stranách nerovnice a ρ pak m·ºe nabývat jediné moºné hodnoty. Kritérium
optimality (39) je nutná i posta£ující podmínka °e²ení.
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Metody °e²ení

Trénování SVM je konvexní optimiza£ní problém, proto je moºné pro °e²ení
vyuºít optimiza£ní programy jako MINOS nebo LOQO. Úlohy, pro které jsou
tyto programy navrºeny, se v²ak od SVM li²í p°edev²ím v t¥chto bodech:

Optimiza£ní programy jsou £asto navrºeny tak, aby vyuºily °ídkost dat v
kvadratické £ásti ztrátové funkce, ale ta v p°ípad¥ SVM nebývá °ídká.
Oproti tomu SVM mívají °ídké °e²ení.

Matice s hodnotami kernelové funkce Kij se £asto nevejde do pam¥ti
po£íta£e. Prvky matice je t°eba vy£íslit vºdy, kdyº jsou pot°eba, nebo
vhodn¥ vyuºít vyrovnávací pam¥t.
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Direction search

Optimizace duálního problému je dosaºena prohledáváním ve vhodn¥ zvolených
sm¥rech.
P°edpokládejme, ºe máme po£áte£ní bod α, který spl¬uje omezení

0 ≤ αi ≤ C ∀i (40)∑
i

αiyi = 0 (41)

Sm¥r u je pak vhodný sm¥r, pokud m·ºeme v tomto sm¥ru bod α posunout do
bodu α + λu, aniº by do²lo k poru²ení omezení. Mnoºina v²ech λ ≥ 0
spl¬ujících omezení se zna£í Λ a protoºe se jedná o konvexní problém a hodnoty
α jsou omezeny, je Λ uzav°ený interval < 0, λmax >.
Optimizace duálního problému LD je pak nalezení

λ∗ = arg max
λ∈Λ

LD(α + λu) (42)
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Direction search

Josef Michálek Support Vector Machines



Odvození
Metody °e²ení

OHD-SVM

Direction search
Dekompozi£ní metody
Sequential Minimal Optimization

Direction search

Protoºe LD je kvadratická funkce, maximální λ+ se ur£í vztahem

λ+ =
∂LD (α+λu)

∂λ
|λ=0

∂2LD (α+λu)
∂λ2

|λ=0

=
gTu

uTHu
(43)

kde g je gradient a H je Hessova matice duální funkce LD .

gi = 1− yi
∑
j

yjαjKij , Hij = yiyjKij

�e²ení problému λ∗ je pak λ+ omezené na intervalu Λ =< 0, λmax >

λ∗ = max(0,min(λmax,
gTu

uTHu
)) (44)

V kaºdé iteraci se zvolí vhodný sm¥r u a pouºije se vztah (44) dokud není
nalezeno °e²ení.
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Direction search

Vhodný sm¥r u má pro SVM n¥kolik omezení:

u je omezeno na lineární podprostor
∑

i αiyi = 0.

Omezení 0 ≤ αi ≤ C ur£uje znaménka n¥kterých koe�cient· vektoru u. ui
je nezáporné pokud αi = 0 a nekladné pokud αi = C .

Sm¥r prohledávání musí být sm¥ru stoupání, tzn. sm¥r u musí leºet v
poloprostoru gTu > 0

Modi�ed gradient projection je algoritmus °e²ení SVM, který p°i ur£ení sm¥ru
prohledávání ignoruje omezení 0 ≤ αi ≤ C . Poté z pracovní mnoºiny vy°adí ty
prvky, pro které by nalezený sm¥r mohl poru²it toto omezení.
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Dekompozi£ní metody

Obecné solvery jako MINOS nebo LOQO p°edpokládají, ºe je k dispozici celá
kernelová matice, to ale v p°ípad¥ SVM problému nemusí být moºné ani
vhodné.

1 Výpo£et kernelové matice je drahý � experimenty potvrzují, ºe u
moderních metod trénování SVM tvo°í v¥t²inu £asu výpo£et hodnot
kernelové matice

2 Výpo£et v²ech hodnot kernelové matice je zbyte£ný � vztah pro výpo£et
gradientu závisí pouze na hodnotách Kij odpovídajících alespo¬ jednomu
podp·rnému vektoru, ostatní se násobí nulou. Celkový £as trénování
efektivního solveru je men²í neº £as pot°ebný pro spo£tení celé kernelové
matice.

3 Celá kernelová matice se nevejde do pam¥ti � nap°. kernelová matice pro
trénovací mnoºinu o velikosti milion prvk· zabere 4 TB pam¥ti.

Dekompozi£ní metody byly navrºeny proto, aby obe²ly tyto problémy s
kernelovou maticí.
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Iterative chunking

Jedná se o metodu °e²ení, která umoº¬uje obejít nedostatek pam¥ti pro uloºení
celého problému. Metoda vyuºívá °ídkost °e²ení SVM.
Na za£átku trénování se zvolí náhodná podmnoºina trénovacích prvk· a vloºí
se do pracovní mnoºiny. Poté se nalezne °e²ení tohoto podproblému a provede
se klasi�kace trénovací mnoºiny. �patn¥ klasi�kované prvky jsou kandidáti na
podp·rné vektory. N¥které z nich p°idáme do pracovní mnoºiny a nalezneme
°e²ení pro nový podproblém a pokra£ujeme, dokud není trénovací mnoºina
správn¥ klasi�kována. Tento postup funguje, protoºe se jedná o strojové u£ení a
p°edpokládá se, ºe výsledný model dob°e zobec¬uje. Výsledkem je redukce
velkého problému na posloupnost men²ích problém·.
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Obecná dekompozice

Místo v²ech hodnot α se kaºdou iteraci optimalizuje podmnoºina αi , i ∈ B a
ostatní hodnoty αj , j /∈ B jsou nezm¥n¥ny.
Z koe�cient· α′ se spo£tou nové koe�cienty α′ pouºitím dal²ího omezení
duálního problému

Duální Lagrangeovská formulace problému

Maximalizace LD =
∑
i

α′i −
1
2

∑
i,j

α′iα
′
jyiyjK(x i , x j) (45)

vzhledem k α′i p°i omezení
∀i /∈ B α′i = αi

∀i ∈ B 0 ≤ α′i ≤ C ∀i∑
i

α′iyi = 0

Kaºdou iteraci se zvolí pracovní mnoºina B a odpovídající podproblém
pouºitím vhodného algoritmu optimalizace. Poté se pouºije rozdíl α′ − α pro
aktualizaci gradientu. Tyto operace je moºné provést s vyuºitím pouze t¥ch
°ádk· kernelové matice, které odpovídají prvk·m pracoví mnoºiny.
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Sequential Minimal Optimization (SMO)

SMO je dekompozi£ní metoda, která pouºívá nejmen²í moºný podproblém a
°e²í ho analyticky. V¥t²ina paralelních implementací trénování SVM vyuºívá
Plattovo algoritmus SMO vylep²ený Keerthim a Fanem.
Z omezení

∑
i αiyi = 0 plyne, ºe nejmen²í moºný podproblém zahrnuje dva

Lagrangeovy multiplikátory. Omezení se pak pro jakékoliv dva multiplikátory
αi , αj zm¥ní na

0 ≤ αi , αj ≤ C (46)

yiαi + yjαj = s (47)

kde s je záporný sou£et v²ech ostatních ykαk , který je v kaºdé iteraci nem¥nný.
Tento podproblém lze vy°e²it analyticky. Je t°eba najít minimum jednorozm¥rné
kvadratické funkce.
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Výb¥r pracovní mnoºiny

Iterace za£íná s vektorem koe�cient· α. Platí, ºe pouze dva koe�cienty °e²ení
podproblému α′ se li²í od α. Proto hledaný sm¥r u má pouze dva nenulové
koe�cienty. Z omezení

∑
i αiyi = 0 dále plyne, ºe hledaný sm¥r

uij = (uij
1 , . . . , u

ij
n ) je

uij
k =


yi kdyº k = i ,

−yj kdyº k = j ,

0 jinak

(48)

Pro získání vhodného sm¥ru m·ºeme dále poºadovat i ∈ Iup a j ∈ Idown.
Nejefektivn¥j²í sm¥r je takový, který maximalizuje r·st duální funkce

u∗ = arg max
uij∈U

max
0≤λ

LD(α + λuij)− LD(α) (49)

p°i omezení yiαi + λ ≤ Bi a yjαj − λ ≥ Aj .
Tento vztah p°istupuje ke v²em hodnotám kernelové matice kaºdou iteraci. I
kdyº je výsledný po£et iterací malý, kaºdá iterace je velmi pomalá. Pro
praktické pouºití je t°eba vztah zjednodu²it.
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Výb¥r pracovní mnoºiny

Provedeme aproximaci prvního °ádu

LD(α + λuij)− LD(α) ≈ λgTuij

Poºadovaný sm¥r se najde vztahem

u∗ = arg max
uij∈U

max
0≤λ≤ε

λgTuij (50)

Pokud není nalezeno °e²ení, existuje sm¥r u takový, ºe gTu > 0. Vztah
upravíme na

u∗ = arg max
uij∈U

gTuij (51)

S vyuºitím poºadovaného tvaru hledaného sm¥ru (48) m·ºeme upravit

max
uij∈U

gTuij = max
i∈Iup,j∈Idown

(yigi − yjgj) = max
i∈Iup

yigi − min
j∈Idown

yjgj

Tento vztah je kritérium optimality (39), nalezení sm¥ru proto najde tzv.
maximal violating pair

i = arg max
k∈Iup

ykgk (52)

j = arg min
k∈Idown

ykgk (53)
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Výb¥r pracovní mnoºiny

Výb¥r maximal violating pair nevyºaduje ºádné hodnoty kernelové matice.
Aktualizace gradientu na konci iterace n¥které hodnoty kernelové matice
vyºaduje, proto je zde m·ºeme vyuºít pro vhodn¥j²í výb¥r pracovní mnoºiny.
Místo aproximace prvního °ádu ponecháme kvadratický £len

LD(α + λuij)− LD(α) ≈ λ(yigi − yjgj)−
λ2

2(Kii + Kjj − 2Kij)

Optimální λ je pak (vztah má maximum v)

yigi − yjgj
Kii + Kjj − 2Kij

Hledaný sm¥r se pak ur£í vztahem

u∗ = arg max
uij

(yigi − yjgj)
2

2(Kii + Kjj − 2Kij)
, yigi > yjgj (54)
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Výb¥r pracovní mnoºiny

To stále vyºaduje prohledání tém¥° celé kernelové matice, proto se v praxi prvek
i vybere pomocí prvního °ádu a prvek j pomocí druhého

i = arg max
k∈Iup

ykgk (55)

j = arg max
k∈Idown

(yigi − ykgk)2

2(Kii + Kkk − 2Kik)
, yigi > ykgk (56)

Nalezení j nyní vyºaduje pouze diagonálu kernelové matice a i-tý °ádek, který
je pot°eba i pro aktualizaci gradientu na konci iterace.
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Sequential Minimal Optimization

Algoritmus trénování SMO

1 Inicializace αk = 0, gk = 1, ∀k
2 Výb¥r pracovní mnoºiny (working set)

i = arg max
k∈Iup

ykgk

j = arg max
k∈Idown

(yigi − ykgk)2

2(Kii + Kkk − 2Kik)
, yigi > ykgk

3 Kontrola optimality
Ukon£i algoritmus kdyº maxi∈Iup yigi −minj∈Idown yjgj < ε

4 Direction search λ← min
{
Bi − yiαi , yjαj − Aj ,

yi gi−yj gj
Kii+Kjj−2Kij

}
5 Optimizace → ∆αi a ∆αj

6 Aktualizace gradientu gk ← gk − λykKik + λykKjk ,∀k
7 Aktualizace koe�cient· αi ← αi + yiλ, αj ← αj − yjλ

8 Zp¥t na krok 2
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Optimized Hierarchical Decomposition SVM

Cíl

Upravit algoritmus trénování pro dne²ní technologie, zejména GPU. Dosavadní
algoritmy neumoº¬ují naplno vyuºít moºnosti dne²ního hardware.

P°edpoklady pro vhodný algoritmus

Zpracovat najednou co nejvíce dat

P°evést co nejvíce krok· algoritmu na maticové nebo vektorové operace

Vhodn¥ pracovat s kernelovou maticí, protoºe se celá nevejde do pam¥ti
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Ná² algoritmus

Pro spln¥ní p°edpoklad· jsme iterativní algoritmus SMO rozd¥lili do dvou
úrovní, nazývaných lokální a globální.

1 Lokální úrov¥¬ je beºný SMO algoritmus, pro výb¥r dvojice prvk· k
optimalizaci se pouºívá heuristika druhého °ádu.

2 Globální úrove¬ vybírá z trénovací mnoºiny pracovní mnoºinu o p°edem
dané velikosti WS. Tu pak optimalizuje SMO v lokální úrovni.

Hodnota WS je mocnina 2 taková, aby gra�cká karta spustila blok vláken s
odpovídající velikostí a pomocné prom¥nné se ve²ly do sdílené pam¥ti, tj. 1024
pro dne²ní nejvýkonn¥j²í GPU.
Pro dostate£nou rychlost trénování je t°eba v globální iteraci vhodn¥ vybrat
pracovní mnoºinu. Pouºíváme metodu výb¥ru, kterou navrhl Sera�ni.
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Metoda výb¥ru pracovní mnoºiny

Metoda výb¥ru pracovní mnoºiny

1 De�nujme NC, obvykle rovnou WS/4
2 Výb¥r NC prvk· z trénovací mnoºiny pro i i j pomocí heuristiky prvního

°ádu
3 Zvolené prvky se vloºí do nové pracovní mnoºiny
4 Prvky ve staré pracovní mnoºin¥ se se°adí vzestupn¥ podle po£tu

globálních iterací, ve kterých byly zvolené v pracovní mnoºin¥
5 Nová pracovní mnoºina se postupn¥ zaplní prvky ze staré pracovní

mnoºiny. Nejd°íve se volí volné vektory, poté lower bound a pak upper
bound.

Tento algoritmus zvolí aº 2NC nových bod· v kaºdé globální iteraci a znovu
pouºije alespo¬ polovinu pracovní mnoºiny. P°edpokládá se, ºe optimalizovaná
pracovní mnoºina po zm¥n¥ n¥kterých prvk· uº optimalizovaní není, ale je
blízko °e²ení. Dále vy°azování prvk·, které jsou v pracovní mnoºin¥ dlouho,
eliminuje tzv. "zigzagging"mezi iteracemi.
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Relativní £as jednotlivých £ástí trénovacího algoritmu

62% 

6% 

1% 

13% 

15% 

3% 

Kernel matrix computation 62% Find N-best 6%

Fill working set 1% KTile calculation 13%

Local solver 15% G update 3%
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Tabulka: �as trénování nejrychlej²ích implementací [s]

Implementace Epsilon Alpha Adult Web COV1 MNIST TIMIT

cuSVM 39.25 101.38 17.45 22.02 265.27 11.92 17.04
gpuSVM 28.04 26.26 3.36 7.58 301.04 5.89 2.86

multiSVM 51.34 90.04 18.69 22.52 WM1 (191.05) 12.22 17.73
wuSVM 122.08 61.96 131.56 13.61 596.86 79.21 203.86

gtSVM LC 47.80 31.45 3.19 4.02 WM1 (61.25) 3.72 2.43

gtSVM SC 77.22 36.38 3.37 4.43 WM1 (112.12) 4.55 3.17
OHD-SVM 2.31 5.77 1.69 2.43 29.53 1.35 1.80

Tabulka: P°esnost natrénovaného modelu [%]

Implementace Epsilon Alpha Adult Web COV1 MNIST TIMIT

cuSVM 88.57 78.61 82.71 99.44 84.87 98.93 87.73
gpuSVM 88.57 78.59 82.71 99.44 84.85 98.91 87.70

multiSVM 88.59 78.62 82.71 99.44 WM1 (62.75) 98.93 87.73
wuSVM 88.70 78.51 83.45 97.85 82.97 98.43 87.16

gtSVM LC 88.46 76.27 82.71 99.44 WM1 (50.80) 98.93 87.72

gtSVM SC 88.53 77.14 82.71 99.44 WM1 (62.97) 98.93 87.73
OHD-SVM 88.52 78.61 82.71 99.44 84.87 98.93 87.73

1WM znamená ²patný model
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